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Rakettitieteen jalanjaljilla
Osa 4: Neliulotteisia kompleksilukuja ja raketin

pyorityksia

OpenRocket-ohjelmistoa kirjoittaessani tiesin heti aluksi,
ettd laskennalliselta puolelta olisi kaksi haastetta: aerody-
naamisten voimien mallintaminen, seka raketin lentoradan
laskenta naista. Artikkelisarjan aiemmissa osissa olen
keskittynyt aerodynaamisiin voimiin, joten nyt on vuorossa
lentorata.

Tahan asti kyse on ollut fysikaalisten ilmididen mallintami-
sesta: miten siivekkeet vaikuttavat, millainen ilmanvastus
rungosta tai karkikartiosta muodostuu, millaisia voimia
moottori ja painovoima aiheuttavat. Tasta eteenpain kyse
on kuitenkin raa’asta matematiikasta ja differentiaaliyh-

Sampo Niskanen

taldiden ratkaisemisesta. Vaikka kaavat voivat nayttaa
monimutkaisilta, pyrin kuitenkin esittdmaan asiat silla ta-
valla, etta lukion pitka§lla matematiikalla ne pystyy ymmar-
tdmaan.

Montako vapausastetta?

Useimmissa pienoisraketeissa siivekkeet on sijoitettu

symmetrisesti ja suoraan, jolloin tuulen suuntaan koh-

tisuorassa olevia voimia ja momentteja ei synny eika ra-

ketti pyori lentdessaan. Jos raketti laukaistaan suoraan

yléspain tai kallistaen tuulen suunnassa, raketin pitaisi

sailya koko lentonsa ajan tuulen suunnan maarittamassa
tasossa. Pienoisrakettisimulaatiot ra-
joitetaankin usein kolmeen vapausas-
teeseen, jossa raketin orientaation maa-
rittavat sen korkeus, sijainti suhteessa
tuulen suuntaan seka kallistuskulma
naiden tasossa.

Halusin kuitenkin ohjelmasta enemman
irti.  Taysi kuuden vapausasteen si-
mulaatio — jossa raketti voi olla missa
sijainnissa ja asennossa hyvansa —
sallisi muun muassa raketin pyorimisen
simuloimisen seka sivutuuleen laukaise-
misen. My6hemmin tdma on osoittau-
tunut arvokkaaksi valinnaksi. Richard
Graham on lisédnnyt simulaatioon muun
muassa koriolisvoiman vaikutuksen las-
kemisen, ja Iso-Haisun viime lennon
aikana myds nahtiin  kuinka tuulen
suunta saattoi kadantya 90 astetta parin
sadan metrin matkalla. Tallaisten mallin-
taminen olisi mahdotonta rajoittuneem-
malla simulaatiolla.

Raketin hetkellinen sijainti on helppo il-
moittaa karteesisissa koordinaateissa.
Joskus tulevaisuudessa OpenRocketiin
voi viela lisatad pallokoordinaatistossa
simuloinnin, jos haluaa alkaa simuloida
kiertoratalentoja. Nykyinen simulaatio
koriolisvoimat huomioiden riittda tark-
kuuden puolesta satojen kilometrienkin
lentoon. Sen sijaan raketin asennon
ilmaiseminen on huomattavasti mutkik-
kaampaa.

Kuva 1: Lentokoneen asennon médrittavat Eulerin kulmat. 6-kulman osoittaessa suoraan yl6spéin kierrot
@- ja w-kulmien ympdri eivét ole yksikésitteisesti méariteltyjé. Kuva: Wikipedia/Juansempere.
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Perinteisesti kappaleen asento ilmoitetaan
kolmella asentokulmalla, ns. Eulerin kul- ’

milla. Raketissa luontainen valinta kulmiksi ( 'y' )

2 2, 52,2
voisi olla kaksi pallokoordinaatiston kulmaa Xty +tz'=r

seka kolmas kulma ilmoittamaan raketin pyo-
riminen oman akselinsa ympari, kuten ku-
vassa 1. Tassad menetelmassa on kuitenkin
hankaluutena niin sanonut singulaaripisteet. /
Singularipiste on sellainen asento, missa t
jokin asentomuuttuja ei ole hyvin maaritelty,

tai vastaavasti arvon voi valita mielivaltaisesti
vaikuttamatta raketin asentoon.

Edella mainituilla pallokoordinaatiston kulmilla
tallainen singulaaripiste on se, kun raketti
osoittaa suoraan yléspain. Talléin raketin
suuntakulmalla on sama vaikutus kuin py6-
rityskulmalla raketin ympari. Raketin heilah-
taessa pystysuoran kautta — mita tapahtuu
varsin usein lennon aikana — pitaisi tehda
vaikeaa erikoistarkastelua naiden kulmien
suhteen. On matemaattinen mahdottomuus
maaritellda kolmea sellaista suuntakulmaa,
joilla ei singulaaripisteitd muodostuisi.

Kuvassa 2 on kuvattu piste pallopinnalla
kayttden maantieteellistd koordinaattijarjes-
telmaa. Tasséa ilmenee kahdella suuntakul-
malla sama ongelma: pohjois- ja etelanavalla
ei pituuspiirilla ole vaikutusta. Ongelmallisesta
erikoistapauksesta paastaan kuitenkin eroon
lisddmalla joukkoon ylimaarainen muuttuja
seka jokin rajoitusehto. Esimerkiksi pisteen sijainti pallo-
pinnalla voidaan kuvata kolmella karteesisella koordinaa-
tilla (x, y, z) kun lisatdan rajoitusehto x? + y? + z2= 1.

Lisaamalla ylimaarainen muuttuja ja rajoitusehto on eri-
koistapauksista paasty eroon, vaikka omat ongelmansa
toki syntyy rajoitusehdon sailyttamisesta. Nama on-
gelmat ovat kuitenkin matemaattisesti helpompia kuin
singulaaripisteiden erikoistarkastelut.  Kolmiulotteisten
kiertojen tapauksessa katevan esitystavan talle tarjoavat
yksikkdkvaterniot.

Kvaterniot avuksi

Kompleksiluvut ovat useimmille tuttuja jo Ilukiosta.
Kompleksiluku on olennaisesti kaksiulotteinen koodinaatti
(X, ¥), joka usein kirjoitetaan muodossa x + yi, lisdsaan-
nolla i = —1. Yksikkopituisilla kompleksiluvuilla on lisa-
ominaisuus, ettd kompleksiluvun kertominen niilla vastaa
aina jotain geometrista kiertoa origon ympari. Operaatio
sailyttdad pisteen etdisyyden origosta ja vain kiertda sita
maaratyn kulman origon ympari.

Kvaterniot vievat taman ajattelun pidemmalle, neljaan
ulottuvuuteen. Kvaternio ilmaistaan muodossa w + xi +
yj + zk, jossa i?=j?2= k?=ijk = —1. Tassa seka i, jettd k
ovat imaginaariyksikoéita, mutta silti eri arvoja. Edella mai-
nitussa muodossa kvaternio voidaan tulkita myos joko ne-
liulotteisena koordinaattina (w, x, y, z) tai reaaliluvun w ja
kolmiulotteisen vektorin v = xi + yj + zk summana. Kaikki
nama tulkinnat ovat — hammastyttavaa kylla — toistensa
kanssa yhtapitavia.

Kvaternioiden hyodyllinen ominaisuus kolmiulotteisia py6-
rityksia tarkastellessa on, ettd vektorin kertominen kah-

Kuva 2: Pallopinnalla (A,¢)-koordinaattijérjestelmé tuottaa singulaaripisteen pallon navois-
sa. Vaihtoehtoisesti piste voidaan madrittdé (x,y,z)-koordinaateilla seké rajoitusehdolla.
Kuva: Wikipedia/Peter Mercator, Sampo Niskanen

delta puolelta yksikkdkvaterniolla vastaa aina jotain kol-
miulotteista kiertoa!

Jos haluamme kiertaa vektoria v yksikkdvektorin u ympari
kulman @, meidan tarvitsee vain maaritella kvaternio

= £+ 1 ﬂ
q= Cos 5 usm ) (1)

Taman jalkeen vektori v voidaan kiertaa laskemalla tulo
gvg'. Vastaavasti kierto vastakkaiseen suuntaan on
g'vg. Kvaternion kaanteisluku on lisaksi helppo laskea,
silld yksikkdkvaternioille patee (w + xi + yj + zk)' = w -
Xi - yj - zk. Kun kvaternio on kerran laskettu, voi minka
hyvansa vektorin kiertdd yhteensa 24 reaaliluvun kerto-
laskulla.

Kun tarkastellaan kahta perakkaista kvaternioilla tehtavaa
kiertoa, havaitaan ettd s(qvq’)s’ = (sq)v(sq)’. Tama tar-
koittaa, ettd kahta yksikkdkvaterniota vastaavien kiertojen
yhteisvaikutus saadaan kuvattua yksinkertaisesti ndiden
kahden kvaternion tulolla. Na&in ollen kiertoja on helppo
yhdista toisiinsa.

Naiden ominaisuuksien johdosta kvaterniot sopivat
oivallisesti  kolmiulotteisten  kiertojen kuvaamiseen.
Geometrisesta tulkinnasta on helppo laskea vastaava
kvaternio, vektorin kiertdminen on suoraviivaista, ja kier-
tojen yhdistaminen on helppoa.

Kvaternioiden laskutoimituksissa tosin piilee vield yksi
jippo. On todistettu, ettd kompleksiluvut on suurin luku-
joukko, jossa perinteisen algebran laskusdannét voivat
pated. Kvaternioilla taytyy siis jostain joustaa. Tama
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jousto tehdaan poistamalla kertolaskun vaihdannaisuus:
kvaternioiden imaginaariyksikdille patee ij = -ji, jk = -kj ja
ki = -ik. Tama pitdd huomioida kvaternioidan laskenta-
algoritmeja toteuttaessa.

Lisaa kvaternioiden laskennasta voi lukea Wikipediasta [1].
Matemaattisesti suuntautuneille voidaan viela mainita, etta
kvaternioesitys vastaa myos SU(2)-ryhmaa. Kvaternioiden
esitystapa on kuitenkin huomattavasti intuitiivisempi ylla
olevien kaavojen ansiosta, minka vuoksi ne ovat suosittuja
3D-ohjelmoinnissa.

Kvaterniot raketin kyydissa

YksikkOkvaterniot pystyvat siis esittdmaan mielivaltaisen
kolmiulotteisen kappaleen kierron. Sen sijaan, etta yritet-
taisiin suoraan maaritella raketin asento, voidaankin kuvata
millainen kierto tuottaa sen hetkisen raketin asennon jos-
takin ennalta maaratystd asennosta. Nain ollen raketin
asento voidaan kuvata kolmiulotteisella kierrolla seka
maaritellylla referenssiasennolla.

Raketeille luontainen referenssiasento on se, jossa ra-
ketti osoittaa suoraan ylospain (vaikka rakettia ei suoraan
yléspain laukaistaisikaan). Talldin esimerkiksi kiertokva-
ternio (1, 0, 0, 0) vastaisi suoraan ylospain osoittavaa ra-
kettia, koska 1:lla kertominen ei muuta vektoria. (0,707;
0,707; 0; 0) puolestaan olisi raketti, joka osoittaa 45° kul-
massa y-akselin suuntaan (eli on kierretty 45° x-akselin
ympari, sin 45° = cos 45° = 0,707). Raketin hetkellisen
sijainnin lennon aikana voikin yksikasitteisesti maaritella
kolmiulotteisella karteesisella koordinaatilla (sijainti) ja yk-
sikkOkvaterniolla (asento).

Raketin tilaan liittyy lisdksi sen nopeus ja pyOrimisnopeus.
Lineaarinen nopeus kuvataan kolmiulotteisena suuntavek-
torina, pydrimisnopeus puolestaan kolmiulotteisella py6-
rimisvektorilla. Koska raketti voi py6ria mielivaltaista no-
peutta minkd hyvansa kolmen akselinsa ympari, ei tdssa
ilmene vastaavia ongelmia singulaaripisteiden kanssa
kuin asennolla. Pydrimisvektorin suunta ilmaisee minka
akselin ympari raketti on hetkellisesti pyérimassa, ja sen
pituus ilmaisee pyorimisnopeuden.

Ymparoivat tekijat kuten aerodynaamiset voimat seka
moottorin tyontdvoima tuottavat rakettiin kiihtyvyyksia.
Lineaarinen kiihtyvyys ilmaistaan jalleen suuntavektorina,
pyorimiskiihtyvyys puolestaan kulmakiihtyvyysvektorina.

Kun Kiihtyvyys tai nopeus kerrotaan aika-askeleella,
saadaan nopeuden ja paikan muutoksen maara aika-
askeleen aikana. Lineaariset vektorit ja pydrimisvektorit
pystytdan laskemaan suoraan yhteen, jolloin saadaan
raketin tila aika-askeleen jalkeen. Ainoa, missa tarvitsee
tehda mutkikkaampia laskuja on pyérimisvektorin vaikutus
asentokvaternioon.  Aika-askeleen aikana tapahtuvaa
pyorimista kuvaavaa vektoria vastaava kvaternio saadaan
yhtalélla (1). Vektorin pituus maarittaa pyodrimiskulman o,
ja suunta pydrimisakselin u. Koska kaksi kvaternioilla ku-
vattua pyoritysta voidaan yhdistaa toisiinsa kertomalla ne
keskenaan, saadaan raketin uusi asento yksinkertaisesti
kertomalla nykyinen asento aika-askeleen muutoskvater-
niolla vasemmalta puolelta.

Talla tavoin pystytaan jokaisella aika-askeleella paivit-
tamaan raketin tilaa eteenpain, ja tata toistamalla simu-
loimaan koko raketin lento. Naista differentiaaliyhtaldiden
numeerisista ratkaisutavoista kerron lisaa artikkelisarjan
seuraavassa osassa.

Artikkelisarjan aiemmissa osissa kerroin OpenRocket-
ohjelmiston kehitysvaiheista ja raketin aerodynaamisten
ominaisuuksien laskennasta. Mybhemmissé osissa on
luvassa tietoa numeerisista menetelmistd, moniulottei-
sesta optimoinnista, ohjelmiston kéytéstd Haisunééta-
projekteissa seké tulevaisuuden suunnitelmista.

OpenRocket-ohjelmiston sekd diplomityén saa Ila-
dattua  osoitteesta  http://openrocket.sourceforge.net/
Artikkelisarjan aiemmat osat on luettavissa SATS:n sivuilta
osoitteesta http://www.sats-saff.fi/

Viitteet:

[11 Quaternion, verkkodokumentti, 21.4.2012.
en.wikipedia.org/wiki/Quaternion o
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|AF:n nuorille suunnatut apurahat ja ohjelmat haussa!

2013 Emerging Space Leaders Grant Programme

Ohjelmaan valitut osallistuvat IAC-kongressiin Pekingissa, Kiinassa 23.-27.9.2013, sekd muihin workshopeihin edellis-
viikolla. Ohjelmaan valituille maksetaan matkat ja majoitus Pekingiin.

Ohjelmaan voi hakea 21-35 -vuotiaat opiskelijat ja avaruusaiheisesta urasta kiinnostuneet luomalla lyhyen esittelyvideon
itsestaan ja lahettamalla hakemuksen 1. helmikuuta mennessa.

The Next Generation Plenary

IAC-kongressissa jarjestettavaan tulevaisuuden miehitettyja avaruuslentoja kasittelevaan paneelikeskusteluun etsitaan
nuoria, 21-35 -vuotiaita visiondareja. Valitut osallistujat padsevat esittelemaan nakemyksidan paneelikeskustelussa
arvovaltaisen yleisén edessa.

Rahoitus IAC:hen matkustamiseksi tulee hakea muuta kautta (esim. Grant-ohjelma). Haku ohjelmaan tapahtuu lyhyella
videolla ja hakemuksella 6. tammikuuta mennessa.

Lisatietoja ja ilmoittautumisohjeet osoitteessa http.//www.iafastro.org/ o
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